R\ \ CRPE
S14C. Autour de la TRIGONOMETRIE Corrigé

Mise en route
A. Le triangle MNP étantrectangle en | on peut utiliser la trigopnométrigMN] est I'hypoténuse d

triangle, [MP] est le coté adjacenM et aussi le coté opposéM [NP] est le coté adjient AN et aussi

le coté opposé M.

P
N
M
On connait les mesureOn cherche Ii Réponse
des longueurs mesure de I'ang
— . = MP
MN et MP NMP Réponse 2 cosM :W
— . ~ NP
MN et NP MNP Réponse 2 cosN :W
__ . ~ _MP
MP et NP MNP Réponse 3 tanN :W
o . .~ NP
MN et NP NMP Réponse 1 sinM =——
MN
Réponse 4 : 'angldIPN est I'angle droit du triangle
MN et NP MPN Pas de relation trigopnomeétrique. Par contre on co
sa valeur, 90°.
B. Prudence: Dans les trois cas, pour pouvoir utiliser la trigopnométrie, il faut en premier lieu pi
gue le triangle utilisé est rectangle.
Fig.1
Les points R, S, T sont sur le cercle de centr
S
Le triangle RST est inscrit dans un d-cercle ’T
ayart pour diameétre un de ses cétés [RT], il S

donc rectangle en S.

Dans ce triangle rectangle, on cherche la longueuhypoténuse [RT]Jon connait I'anglR et le coté ST,

opposé a I'angle . On peut donc utiliser la trigonomét :

sinR=>1 soit RTx sin R ST et RF—1 RT==0L =% _5pm
RT sinR sinR sin65
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Fig.2

La droite (RT) est tangente au cercle de centre O,
elle est donc perpendiculaire au rayon [OT]. Les
points T et S étant diamétralement opposeés, ils
sont alignés avec O; la droite (RT) est donc

perpendiculaire a [ST] et le triangle RST est

rectangleen T.
On cherche la mesure de la longueur du cété [RT], on connait I'degtda mesure de la longueur de son
cbté opposeé [ST], égale a 4cm. On peut donc utiliser la trigonométrie :

TS RT= 4 =1Icm
tanR tan 20

tanR-% soit RTx tan I% TS ou R¥

Fig.3

Attention, le triangle ART n’est pas rectangle, on
ne peut donc pas utliser la trigonométrie
directement dans ce triangle. Par contre on peut se
placer dans le triangle rectangle RAS. En effet,

puisque la droite (AS) est la hauteur du triangle

ART, elle est perpendiculaire au cbté [RT].
Dans le triangle rectangle RASQS@=%§SOH RS= RA¢ cosk RS=4,5x cos44= 3,@m

D'autre partRAS = 90° — 44° = 46° etSAT = 102° — 46° = 56°

Dans le triangle SAT, on cherche ST, cb6té opposé a l'asgie. On peut utiliser la trigonométrie :
sin56°=% soit ST= ATx sin56 ST= 8 sin86 ch

On en déduit querT = RS+ SE8§,2 cl

C. La calculatrice nous permet de calcales50 = 0,642t sin3G= 0,7
Si l'on calcule (co®)*+(sinB)?> & partir de ces valeurs approchées, la calculatrice affiche :
cog 50+ sid 50= 0,643+ 0,766 1,000z Sil'on fait directement le calctos50 §+ (sin50 3 sur
la calculatrice, celle-ci affichel. Est-ce la valeur exacte ?

Dans le triangle rectangle ABC, d’hypoténuse [AB], d’'une pAE’ + BC*= AE d’aprés le théoréme de

Pythagore, d'autre pados@ BC et swa-ﬁ:
AB AB

cos B+ sitB= £ 74 (52 BC, AC_ BCH AC. AD.,

La relation cog B+ sirf B= Jest donc démontrée pour l'andle la démonstration précédente montre

qu’elle est vraie pour tout angle aigu de mesureos’ x + sirf x=
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D. Dans le triangle équilatéral ABC de coté a, la hauteur [AH] est perpendiculaire au cété [BC]. Le triangle
ABH est donc rectangle en H. La somme des angles d’un triangle vaut 180°. Dans le triangle équilatéral
ABC, les trois angles sont égaux, chaque angle vaut donc 60°. La hauteur [AH] est d’une part bissectrice

de l'angled, cet angle est donc partagé en deux angles de 30°, d’autre part médiatrice de [BC], donc H

est le milieu de [BC]. AinSABC= BAC= ACB=60° et BAH CAH 30°

45°

Dans le carré DEFG, la diagonale est axe de symétrie. Elle partage I'angle droit en deux angles de 45°. Ainsi
DEG = FEG=45".

Pour compléter ce tableau en valeurs exaompeut soit utiliser les valeurs affichées pardieulatrice,

qguand celle-ci le permet, soit prendre appui sur les propriétés spécifiques a ces deux figures.

La calculatrice afficheos60 = 0,&% .

Pour trouver la valeur de sin60°, on peut utiliser la relation démontrée dans la question précédente.

Ainsi sin’ 60 + cod 60= boit sh 6& 1-05 O,isl§ dod sif E—ﬁ—\@
4 4 Ja 2
AH
Par aulleurs*.anB—ﬁ OrsmB—ﬁ et cosB= BH ,d’ousmB AB AH AB_ AH-tan@
BH AB AB cosB BH AB BH BH
'AB

On remarque qu’'on peut donc trouver la valeur exact@aB en faisant le guotient deinB parcos@.

Cette relation est vraie pour toute angle aigu de mesaneed < x< 90°.

V3
Ainsitan 60 = 5169 =L=£3x =J:
cos60 1 2
2

. : . : 1
Pour compléter les valeurs pour 30°, on peut partir de la valeur donnée par la calmmﬁﬂbe,z. On

peut aussi constater que dans le triangle AHI§ =% = COsA et cosABz% = SiA .

On en déduit qutanA—LnA —@ =inverse detan E Ainsi tan30 -t -1 —i = \/_3

COoSA  sinB tan60 /3 /3x/3 3
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Dans le carré DEFG, le triangle EFG est rectangle en F et isocéle puisque chaque angle aigu mesure 45°.
La calculatrice donne une valeur approchée identique pour sin45° et cos45°.

SiNFEG = sin453 :E_((BB et co§¥EG= cos 455—2. Comme EF=FGles deux valeurs sont bien égales.

Soit a la longueur du c6té du carré. Ai$t = FG=a . Le théoreme de Pythagore permet de calculer la

mesure de la diagonale en fonction du @tén trouveEG = a/2.

Dol sin4s = cos4s=EF =2 =L ﬂ =\/:zettan45>=E=§:1

EG a/2 2 J2xJ2 2 EF a

En résumé, on retiendra ces quelques valeurs remarquables, ou tout au moins celles qui permettent de les
retrouver toutes rapidement

sin X COS X tan x
60° ﬁ 1 \/§
2 2
30° 1 ﬁ ﬁ
2 2 3
S A P
2 2

E. Construction avec uniguement une regle graduée, un compas et une calculatrice.
O Tracer un segment [MN] de longueur 4cm.
[0 Tracer au compas la perpendiculaire en M a [MN], et la perpendiculaire en N a [MN].
O Pour construire I'angle de 55° en M, on O
va chercher le point R a partir de la valeur
de la tangente de 'angl¥ :

tan 55=% d bu NR= NMx tan5%5= 5¢Mn

AR
De méme, pour construire 'angle de 65° 86cm
en N, on va chercher le point S a partir de
la valeur de la tangente de I'anglé:

tan65’:$ d bl MS= & tan65= 8@n - -3

Le point d’intersection de la droite (NS) et de la droite (MR) est le troisieme sommet P du triangle MNP.
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Pour s’exercer

Exercice 1

1 L’hexagone régulier ABCDEF détermine 6 triangles isocéles isométriques. L'angle au centre de
360° est partagé en six angles égaux de mesure 60°. Les six triangles sont donc équilatéraux, et H pied de la

hauteur est le milieu de la base [AB].

Dans le triangle OABOB=r et HA= HB—%——;. Le triangle OHB étant rectangle en H, d’aprés le
4 2 _ 2 2 A P2 — R2 o_ 2 Mo o 17 _A? .
théoreme de PythagddB” = OH” + HB". On en dédulbH" =0OB°- HB = r _(E) =r B\ soit
3 .. . . 1 e ,
OH = = L'aire du triangle OAB est égale aEOHXAB. On en déduitl’'aire de I'hexagone

r\f3 xrzf:ize’rz.

Auexagone 6x Ex

gt b fige T
2a. Le pentagone régulier RSTUV est formé de 5 triangles isoceles isométriques. L'angle au centre de 360°
est partagé en cingq angles égauRaS de mesure 72°. Le triangle ROS étant isocéle, la hauteur [OH] est
aussi bissectrice et médiatrice de [RS]. DROH=SOH=36° etRS=2x RH
OH _OH

Dans le triangle rectangle ROIdos@ = cos36= ﬁ__ soit OH= rx cos36
r
RH _RH
2b. D’'autre partstOH sin36 = _ﬁ__ soit RH= <sin36 ou encore RS 2 xr sin 36
r

L’aire du triangle ROS est égaleﬁg})os:%x OH x RS=%>< xcos36x 2rx sin36= Fx sin3& Ccos3.

D'0U A iagone= 5% Aros = 51 X Sin36x €0s3E

Exercice 2
AB=6 cm; AC=7,5cm; BG 4,5 c. A, B, E sont alignés &E =10 cm. (BD) est paralléle a (AC).

1
D’aprés 2011G2 - AIE2000 -D’apres Orléans1998
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1. On demande de démontrer que le triangle ABC est rectangle en B, on peut donc utiiserdaue du
théoréme de Pythagore.AB? =6° = 36 BC*’= 4,5= 20,25 AC?= 75 56,

On a biemAB® + BC* = AC’, le triangle ABC est donc rectangle en B.

2. Si le triangle ABC est rectangle en B, 'and@ieest droit et le triangle BCE est aussi rectangle.

On connaitAE =10 et AB= 6d’ou BE=4, et BC= 4,5

On connait donc le c6té opposé et le coté adjacent & I'BaAGleOn peut donc utiliser la tangente de I'angle

BCE =42
3.Dans le triangle ACE, les points E, D, C d'une part et E, B, A d’autre part sont alignés. La droite (BD) est

parallele au cété [AC]. D'aprés iecoreme de Thalés :

ﬁzﬂjzﬂj,soitizﬁ On en déduittuD=4x—7’5=3cm.
EA EC AC 10 7,5 10

Exercice 3

Sur la figure 1, ABHF est un carré de c6té 8, AEFG et CA'GH sont des trapézes rectangles, AEC et ABC
sont deux triangles rectangles. Sur la figure 2, AEQN forme un rectarfdes GH=CH= A E=5 et
FG=A'C= AE= BC=3.

1. AN= AB+ BN= AB+ CH=8+5=13 NQ=GH=5

Aire du carréABHF = ABx BH=8x8= 64 Aire du rectangleAEQN = ANx NQ=13x 5= 65

Si le puzzle est réalisable, il permet effectivement de montrer que ces deux aires sont égales et donc que

64 = 65...Le doute s’installe!!

3cm G 5cm

H

fig2 A b N

BC _3

trouverBAC = 20,5 _

(GD) étant perpendiculaire a [EC], [GD] est aussi perpendiculaire a [DA’]. Le triangle GDA’ est donc
rectangle en D et tm:F:E: 2,5. En effeDA'= EC- (ED+ A Q=8-(3+3)= 2. DAG=68.

Les points E, D, A’ étant aligné£,A'G = 68°.
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b. Le trapeze bleu EFGA’ de fmure 1 se superpose avec la figure bleue diglae 2, et 'angleEA'G se
superpose avec I'angAG’ (en appelant G’ le quatrieme sommet du trapéeze) filguie 2.

EAG'+ BAC=68 + 20,5# 90. L'angle EAB étant droit, on peut conclure que danfidare 2, les cotés

[AG’] du trapeze bleu et [AC] du triangle rectangle ABC ne sont pas superposés. Le rectangle AEQN n’est

donc pas entiérement recouvert par les pieces du pligzRbig.

5cm

E F &cm Q
5cm
E
8-x
fig.2bis A s B N fig.3
3a. Sur ldig.3, FE=x avecO< x8 CH=GH= A E= x FG= A'C= AE= BC=8- )
TanAcp = 2B-_8 taDAG= 2C =X avecDA'=8- (8- x+ 8- x)= 8- 16+ X= X~ ¢
BC 8- x DA 2x-8

b. Pour que le découpage convienne, il faut que les droites (AC) et (AG’¥idarka 2bis se superposent,
donc que les angleSAG’ et CAB soient complémentaires. Il faut donc que les andla%: (fig.3)
etCAB soient égaux, c'est-a-dirBA'G(fig.3) et ACB puisqueCAB et ACB sont complémentaires dans le
triangle rectangle ABC.

X

, Soit
2X—8

On admet que deux angles aigus ayant la méme tangent égauxll faut donc qu%8—=
-X

8% (2x—8)= xx (8- X) 16x— 64= & - X x* +8x=64 X(x+8) =64
Or GH=0QN= xet AN= AB+ BN= AB+ CH= x8.

Le premier membre de I'égalité représente donc l'aire du rectangle AEQN, et 64 représente l'aire du carré

initial ABHF.

4a. (x+4)* = X* +8x+16 On en déduit quéx+4)° —16= X - 8x= 64 soit(x+4)> =80
D'oll X+4=1/80 ou x+ 4=—/ 8C, soit x+4=+/16x 5= 4/ 5ou x+ 4 - 4 !

b. Le casx=-4-4/5 est impossiblex étant une longueur positive. La seule solution est donc la valeur

positive x=4/5 - 4= 4/ 5 -1)
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