PR \ \ CRPE

S18C. Autour de GRANDEURS et de leur MESURE Corrigé
Longueur, Périmétre, Aire

Mise en route

A. En fait ces six théorémes « en acte » sont faux.

T1. Deux rectangles de méme aire sont identiquesux

Ainsi deux rectangles ayant pour dimensions I'un 9cm et 4cm, I'autre 12cm et 3cm, ont chacun une aire de
36cm2. Pourtant ils ne sont pas superposables.

T2. Deux rectangles de méme aire ont méme périméaex

Les deux rectangles précédents ont pour aire 36cm?, et pour périmetre I'un 26cm et I'autre 30cm.

T 3. Deux rectangles de méme périmétre ont méme Baeax

Voici & nouveau un contre exemple : un rectangle de dimensions 3cm et 7cm et un rectangle de dimensions
6cm et 4cm ont tous deux pour périmetre 20cm, mais le premier a pour aire 21 cm? et le second 24 cm?2.

T4. L'aire et le périmétre varient dans le méme sermux

La encore un contre exemple montre que c’est faux. Un rectangle A de dimensions 4cm et 12 cm a un
périmétre de 32cm et une aire de 48cmz2. Un rectangle B de dimensions 1cm et 20cm a un périmeétre 42cm,
donc supérieur a celui du rectangle A. Par contre 'aire du rectangle B est égale a 20cm?, elle est donc
inférieure a celle du rectangle A.

T5. Deux surfaces qui ont les mémes cotés ont la mémekFate

Si I'on considére un carré de c6té 5cm, son aire est égale a 25 cm2,

Par ailleurs un losange ayant des diagonales respectivement de longueurs 6¢cm et 8cm, a aussi des cbtés de
longueur 5cm. En effet les diagonales du losange partagent celui-ci en quatre triangles rectangles
isométriques ayant pour c6tés de I'angle droit les demi-diagonales, soit de mesure 3cm et 4cm. L’hypoténuse
de ces triangles rectangles, qui sont les c6tés du losange, mesure alors 5cm (d’apres le théoreme de
Pythagore).

L’aire de ce losange est égale A= 4><1><9><i _dxd'_6x8_ 24cm?
2 2 2 2 2

T6. L'aire d'un carré est proportionnelle & son cotéaux

L’aire d’un carré s’exprime sous la forme= c2. Il n’y a donc pas de relation de proportionnalité entre 'aire
et le coté d’'un carré, puisqu’il n’y a pas de coefficient multiplicatif entre ces deux grandeurs. La
représentation graphique de I'aire d’'un carré en fonction de la mesure de son c6té est une parabole. Par
contre le périmétre d’'un carré est proportionnel & la longueur de son coté ; eneftetLe coefficient de

proportionnalité est égal a 4.
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1. SoitL etl la longueur et la largeur du rectangle. Quand on partage le rectangle selon ses deux diagonales,

on obtient quatre triangles, deux a deux isométriques. Deux des triangles ont pdyretdeé hauteur
L, sl— . . R 1 I 1 : w
associée e 3 ; leur aire est égale aA =§>< LXE =Z>< Lx|. Les deux autres triangles ont pour dfté

L, L : . R 1 L 1 .
et la hauteur associée egt; leur aire est egale aA, :EXIXE:ZXLXI . Les quatre triangles ont

donc bien la méme aire qui est le quart de I'aire du rectangle.
2. Dans la figure 1, on peut voir que le rectangle est partagé en quatre triangles. Deux de ces triangles ont un
cOté qui est la moitié de la longueur du rectangle, et la hauteur associée est la largeur du rectangle. Leur

, 1 L_1 . - . 4@ .
aire est donéy =Ex I XE =Zx LxI| . Les deux autres triangles ont un c6té qui est la moitié de la largeur

du rectangle, et la hauteur associée est la longueur du rectangle L. Leur aire est

doncA, =%>< Lx|—2=%x Lx 1. Les quatre triangles représentent donc des parts égales au quart de l'aire

du rectangle.
On pourra retenir plus généralement que la médiane dangle partage le triangle en deux triangles de
méme aire.

En efet, bien que les deux triangles obtenus ne A
soient pas isométriques, ils ont un cété de
méme longueur et la hauteur relative a ce coté

est la méme.

B

3. Dans la figure 2, ABC est un triangle rectangle en C. Le segment [CB] est partagé en six segments de

longueur Cl, et le segment [AC] est partagé en quatre segments de longueur CJ. On peut notet BC=6
AC=4v et, u et veprésentant respectivement les longueurs Cl et CJ que I'on choisit comme unité. Le

rectangle CIKJ a alors comme airequi va représenter I'unité d’aire. Le triangle EFC est rectangle ; son
aire est égale aA.. =%x CEx CF=%X2V>< 4u= 4w

Le polygone DGFE a pour aire la différence entre 'aire du triangle rectangle CDG et I'aire du triangle
EFC : Agre = Acp — AEFC=%><5ux 3v-4uw= 7,5uv 4u¥ 3,5u

Le polygone ABGD a pour aire la différence entre I'aire du triangle ABC et I'aire du triangle DGC, qui

est elle-méme la somme de l'aire du triangle EFC et de I'aire du polygone DGFE :
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Avseo = Ange— (Agect ADGFE)=%X6UX4V— (4uw 3,5u)= 12uv 7,5u% 4,5L

Les trois parts ne sont donc pas égales

[l . Fétant le milieu du segment [CD] et E étant le milieu de [AD], (IDEazé DAet CF =%CD
A B
E
G
D = C

L’aire du triangle DEC est égale &\, :%x DEx DC=%X% DAx Dcz—jr Ascop

L'aire du quadrilatere EDFG est la différence entre I'aire du triangle DEC et l'aire du triangle CFG.
On en deduit quéf,¢ =%AABCD_ Acre

De méme que précédemmenfy, =%x CFx BC=%X% CDx BC=711 Ao

L'aire du triangle BCG est la différence entre I'aire du triangle BFC et 'aire du triangle CFG.

D'ou Ayg = Ager— A:FG=% Ao~ AcrcLe quadrilatére EDFG a donc la méme aire que le triangle BCG.

IV. SoitL la longueur de l'affiche, dtsa largeur, exprimées en centimétres. Quand on plie I'affiche en 4

dans le sens de la longueur et en 3 dans le sens de la largeur, on obtient un rectangle dont les dimensions sor

%etlé. Or d’aprés I'’énoncé, on obtient ici un carré, c’est-a-dire qu’{lszalé, soit 3L= 4. On sait par

ailleurs que le périmétre de I'affiche est égal @ 294 cm : on a dant B € 294, soitL + | =147 cm.

=4 {3(147—|):4| {1:441 { | =63

L=147-1 L=147-1 L=147-63=84

On résout alors le systeme suivant
L+1=147

Lesdimensions de 'affiche sont donc 63cm et 84cm

V. Il y a dans ce rectangle trois types de disques : sojems, r; leurs rayons respectifs dans I'ordre
croissant. La largeur du rectangle comporte cing grands disques, tangents les uns aux autres. On a donc
| =5x2xr,=10,=16m d'our,= 1@n

Sur k| longueur du rectangle sont placés huit grands disques et sept petits disques. On a donc :
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Il reste a trouver les rayoms des disques blancs. Sur la largeur sont disposés 4 disques blancs et 5 petits
disqles, et il reste de part et d’autre une longueur égale a la différencergatre, compte tenu de
I'alignement des centres des disques le long de la longueur. D’ou :

| 24X 2xr, + B5x 2Xr, + X (,—1, )= B,+ 10+ X Er8+ # A so'g=158_7=cn1

Lestrois disques ont donc respectivement pour rayons 0,5cm, 1cngrat 1,5

V1. Le prix B (en euros) du terrain rectangulaire de longuesietprime : B, =26x Lx 13C
+
Le piix P, (en euros) du second terrain trapézoidal est ég@l%@%w x110= 338 116 3718(

Comne les deux terrains ont le méme prix de ventd”p, d'ou : 26L x 130= 371800 solt= 110

VIl. ABCD, DEFH et ECGF sont trois carrés. On sait que AB=8cm

La surface délimitée par le pentagone ICKJD est 4 = G
composée de la surface délimitée par le triangle
ICD et des trois surfaces délimitees par les : R < c
triangles DJE, JEK, EKC.

A B

ABCD étant un carré de centre |, I'aire du triangle IDC est la quart de I'aire du carré ABCD. Les deux carrés

DEFH et ECGF ont pour centres respectifs J et K, l'aire de chacun des triangles DJE, JEK, EKC est donc
égale au quart de l'aire du carré DEFH. D'Ag, ;p, = Ayc + A + A + Axc =%x Asco +3><%>< Aneen

E é&ant le milieu du segment [DC], les deux carrés DEFH et ECGF ont pour c6té 4cm.

Agcp =82=64m? et Ay, = 4% 16m Ackio =%><64+ 3><%1>< 16= 16+ 1Z 28n
VII'l. 1. Soit L et | la longueur et la largeur respectives du rectanblaire initiale du rectangle
estA=Lx]|.

La nouvelle aire de ce rectangle aprés modificationﬁé‘st(L+E L)( —EI) :—6L ><—l| =—6><L x| =—6A
5 2 5 2 10 10
A’ vaut donc Iesl%de A, soit 60% de A qui a diminué.
2. Cette foiA" = (L+ll)(l —EI)=—5L X—:i =i5><L x| =iFA . L’aire est donc modifiée puisq&gil.
4 4’ 4 4 16 16 16
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Pour s’exercer
Exercice 1
La formule de Héron d’Alexandrie {Isiécle aprés JC) permet de calculer I'aire d’un triangle connaissant les

longueurs des cotes &, etc et le demi-périmetne du triangle A, =\/ p(p—a(p-B(p-¢.
1. Le périmétre du triangle vadt 2+ 5,6+ 7= 16,8met son demi périmétre =8,4cm

En appliquant la formule de Héron :

A =+/(8,4- 4,2)(8,4 5,6)8,4 73y 84 42 28 14/ 1387B%11,7&m:
2. Pour calculer I'aire de ce triangle d’'une autre fagon, ne connaissant que ses c6tés, on peut conjecturer que
ce triangle est rectangle et le démontrer avec la réciprogue du théoréme de Pythagore.
MA2=17,64 AT %= 31,36 MA # AT £ 49 eMT 2 .
Donc MA2+ AT2= MT? et d’apres la réciproque du théoreme de Pythagore, le triangle MAT est rectangle

_ MAX AT _ 4,2x5,6

d’hypoténuse [MT]. Auar >

=11,76&m-*

A

3. O étant le milieu de [MT] et S celui de [AT]S=% TAet TOE% TN. La longueur du segment qui joint
lesmilieux de deux c6tés dans un triangle est égale a la moitié de la longueur du troisiéme coté.

DoncOS=% AM. Le triangle TOS est une réduction a I’éche;Hedu triangle TMA, son aire est donc

réduite dans le rappeiﬁt. Aos= % Arua=2,94cm?

4. L’aire du quadrilatere MASE est formée de I'aire du quadrilatére MASO et de l'aire du triangle MOE.

Le point E est le symétrique du point S par rapport a O. D’autre part O est le milieu de [MT]. Le point M est
donc le symétrique du point T par rapport & O et le triangle MOE est le symétrique du triangle TSO dans
cette symétrie. lls sont donc isométriques et leurs aires sont égales.

Aunse = M o+ Aunso™ Arost Awass A war 11, 76Cn¥

5. 0n vient de démontrer que MAT et MASE ont la méme aire. On s’interroge maintenant sur leur périmetre.
Pasc = MA+ AS+ SEF EMet R, = MA AF TM MA AS ST T

Ona vu précédemment que ST=EM.qaeSE=2x SO= M4

Pasc = MA+ AS+ SB EME MA A$ MA S

Or on sait que le triangle MAT est rectangle. Son hypoténuse [TM] a donc une longueur supérieure a celle de
[MA].  TM <MAdoncR,.; < R

! Bordeaux 2004- Besangon 2005- ?- Aix-Marseille 98-2008gpe4
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Exercice 2

L'aire de la partie noire est la différence entre I'aire du triangle ABC et I'aire des trois secteurs circulaires.
ABC est un triangle équilatéral car chaque c6té mesure 2rayons, soit 2r. Soit I, J, K les milieux respectifs de
[BC], [BA], [AC]. [Al] est la médiane du triangle équilatéral, c’est donc aussi la médiatrice et la hauteur du

triangle. Le triangle AIB est rectangle en I. D’apres le théoréme de Pythadgie, Bl2+ Al2avecBl=r et
AB=2r.D'oll Al2=3r2 etAl =ry/ 2

basex hauteur:2 K {/§=er

Soit A, I'aire du triangle ABC. A, = > 5 3.

Onsait d'autre part quéy,,. =712 . Le triangle ABC étant equilatéral, chacun de ses angles mesure 60°, et

les secteurs circulaires engendrés par ses trois angles repre%emedisque plein. Chaque aire est donc

. JI?
egale a—.
6
- . 2 ) N 2 r2(2/3- 1)
L’aire totale des trois secteurs vaut,.,,. B On en déduit A, =r%/3 T,

Exercice 3

c
1. ABC étant un triangle équilatéral, il a ses trois c6tés isométriqgues. On note a son c6té. La spirale est

formée d’'un premier arc de cercle de centre A, de ray@et arc a pour extrémités le point C et le point B’
symetrique du point B par rapport a A. L’ang@\B' mesure 120° (180°-60°) donc cet arc représémm

premier cercle. Le second arc de cercle a pour centre B et2ay@et arc a pour extrémités le point B’ et le

point C’, intersection de ce cercle avec la demi-droite [CB). L’arB/jI—B\C‘ mesure aussi 120° et représente

doncgdu second cercle. Le troisieme arc a pour centre C et pour 3aybra pour extrémités le point C’ et
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le point A’, intersection de ce cercle avec la demi-droite [AC). L’a@@\A' mesure lui aussi 120° et I'arc
. 1
representeg— de ce cercle.

2. Tracer un carré ABCD de c6té a. Tracer les demi-droites [BA), [CB), [DC), [AD)

Tracer le quart de cerclbB’ de centre A, de rayon a, B’ est le point d’'intersection avec [BA).
Tracer le quart de cercB'C' de centre B, de rayon 2a, C’est le point d’'intersection avec [CB).
Tracer le quart de cercle'D' de centre C, de rayon 3a, D’est le point d’intersection avec [DC).

Tracer le quart de cercB'A’ de centre D, de rayon 4a, A’est le point d'intersection avec [AD).

=
3. La spirale & base triangulaire de céteé pour longueur :

Lszéxzna+%'x2nx 23_+éx 2TX 31:—:]);>< 2rx = 4ra

La girale a base carrée de cété pour longueur :
L, :Exzna+ix 27T % 2a+_1x 27X 31+_1x 2T Zaz—lx rx 18= fa
4 4 4 4 4

4. Si le triangle a pour c6té 10cm, la longueur de la spirale, est077. D’ou
L, =40 = 5mra, soit &= 40et a=
5. On peut conjecturer que chaque arc de cercle construit a partir du pentagone reléréeemrtaque
cercle ayant respectivement comme rayon a, 2a, 3a, 4a, 5a.
. 1 1 1 1 1 1
D’ou L5:§x2na+—5x27'[x 2a+—5x 2T% 3a_+—5x 2T% 4a+—5x rx 51:_5>< Zrx 1&= Ba

Il semble que pour un polygone a n c6tés, la longueur de la spirale, sefa +1)7a

En efet
L, :1X2ﬂa+£x 27T 2a+_1x 2Tx 3+ ____+1x ana:lx Zx (3 2 .£n 9= 2x (1+ 2+ "'+n)77a
n n n n n
n(n+1)
2x————==
or 1+ 2+ .+n= n(n2+1) d'ou L, =—2ﬂa=(n+l)7ra
n
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Exercice 4

Danscet exercice les aires sontaart, les longueurs eom
1. O étant le milieu de [DC], la figure S est formée d'un carré de coté 2 et d’'un demi disque de rayon 1.

1 T
=2x 2+ xxP =4+
A 2 2

2. x désigne la distance parcourue par le point M depuis son départ d&(R est I'aire de la surface

balayée par le segment [OM] pendant le déplacement de M.

M

A D D

Fig. a. Fig. b Fig. c
a. M appartient au segment [AB]

AMxOB _ xx1_ x
2 2 2

Le triangle AOM a pour base [AM] et pour hauteur [OB]. Son aire est éga{e)a
b. M appartient au demi-cercle d’extrémités B et C.

X
La surface balayée est alors composée du triangle rectangle AOBPgégiFe%l=1, et du secteur

circulaire déterminé par 'aBM . Pour calculer I'aire de ce secteur, on peut utiliser la relation de

proportionnalité qui existe entre I'aire du secteur et la longueur de l'arc, égale ici & x-2.

Longueur de 'arcBM 2mrx1_ X2
2
Aire du secteur <1 Aeur
2 2
T
(x=2)x7
B N mo1_x-2_X _X _X
2 (x-pxOx2 X2 Xy A ==-1+1=2
A%edeur T ( ) 2 T 2 2 ( 2 2

c. M appartient au segment [CD]
La aurface balayée est alors composée du triangle rectangle AOB et du demi-disque et du triangle OCM.
_mx1?

COxCM _CM
AAOB =1 A%edeur - 2 E A:OM = 2 = 2

avec CM= AM-( ABr L)= x(2+7mx1)=x-2-1

D'ou A(X) =1+’_T+ﬂ=1+’_7+5_2_£=1
2 2 2 2 2 2 2
3. a. Le point mobile M s’arréte en un point P au moment ou l'aire de la surface balayée par le segment

[OM] est le quart de I'aire de la surface S.
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1

1 1 Vi1 T X Vi Vi
= = x(4+-)=1+—-%x—=1+—=—
4AS 4 ( 2) 4 2 z

Dol x=2x(1+—=)=2+—
8 8 4
b. x= AB+W=2+’ZT d’ou/BﬁzlzT.

L'arc BM représente donc le quart de la longueur du demi-cBEle

On peut trouver la position du point M en tracant

la bissectrice de I’anglgo\P, P étant le milieu
de 'arcBC :
Exercice 5

y
A

D
1. A..=35%xSetA,.= 25%S Donc lasurface peinte en rouge représente 100-(35+25)= 40% de S.

40%xS= 2688 S=@= 6720n .
0,40

2. ABCD est un rectangle ayant pour longueur 1,20m et pour largeur 0,84m. Son aire totale est donc
Asscp =120x 84= 10086m .

L'aire peinte S représeniggoiSOO de l'aire totale soit environ 66,7% de la surface totale.

3. Laire de la croix vaut donc : 10080-6720=3868 Elle peut s’exprimer en fonction aesty sous la

formeA,,,, =84x+120y— xy, avec ici xzéx AB=%><120= 1Tm .Dou:

84x+120y— xy= 84 15 120- 1p= 1260 195 33
2100_
XOS

4. Dans cette question, la largeur x est égale a 12cm. L'aire de la surface de la croix s’écrit alors
84x12+ 12¢/- 1% = 1008 108

105y = 3360- 1260 165 2100 CRt.

L'aire totale de la toile mesure 10080cmz2. On souhaite dong/opéeifie :

0,2x1008C 1008 108< 0,22 10080oU 26 1608 ¥88 1728

1008< 108 < 1209,6et 9,38y < 11,2

Puisque y doit avoir une valeur entiére on peut donc chpisliOcm ouy =11cm.

On peut vérifier que powy = 10cm, l'aire peinte représente 20,7% de l'aire de la toile. ysurlcm, I'aire

peinte en représente 21,8%.

Parimaths.com CRPE 2010-2011 CMJ



		2011-07-08T06:12:29-0600
	Catherine Marchetti-Jacques




